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Resumen. Estudiamos el problema de la eliminacién de equilibrios de Nash en
juegos de suma cero para dos jugadores usando minimos cambios. Damos
algoritmos lineales que, dado un juego, calculan otro sin equilibrios a distancia
Optima o sub 6ptima, de acuerdo a distintas métricas, preservando los dominios
de valores asi como otras propiedades del juego. Exhibimos para esto distintos
sistemas de reglas que, en base a patrones dados por formas ordinales, gufan en
el proceso de cambio sobre la matriz de pagos.

1 Introduccion

En los juegos de suma cero [5-7, 11, 18] para dos jugadores, de estar definido, el valor
puro [5-7] rige las decisiones de ambos jugadores cuando éstos son mutuamente
racionales (cada uno lo es, sabe que el otro también y sabe que éste sabe lo mismo),
con lo cual ambos tenderdn a elegir estrategias que sean equilibrios de Nash [5, 10-11,
14, 16], las que determinan las ganancias médximas a las que pueden aspirar. Cuando
un juego no tiene valor puro, se complican las decisiones y aparecen otros criterios
que pueden pretender juzgar el comportamiento del oponente, ya sea en el dmbito de
los juegos cooperativos 0 no cooperativos. El juego resulta mds significativo cuando
se compite una cierta cantidad de veces (finita 0 no), ya que las decisiones pueden
depender de resultados anteriores, y dan a cada jugador indicios del comportamiento
del oponente para futuras decisiones.

Si un juego no tiene equilibrios puros, resulta interesante procurar cambios en la
matriz de pagos de modo de obtener equilibrios en ella, ddndoles a los jugadores un
esquema mads claro de decision. Esto es realista: un coordinador puede considerar el
hacer cambios en los pagos para las distintas situaciones en tanto crea que de ese
modo incentivard a los jugadores a participar de la contienda a las que estén
sometidos. Por otro lado, el evitar la existencia de eventuales equilibrios en un juego
también da posibilidades atractivas ante la variedad de criterios que gobiernan los
comportamientos. Un juego sin equilibrios es mds complejo en proyeccion estratégica,
mds all4 de que el teorema de Nash [11] garantiza que en el caso finito siempre haya
un equilibrio mixto [6, 10-11, 14], esto es, considerando las distribuciones de
probabilidad de las estrategias puras como nuevas estrategias y tomando sus valores
esperados como pagos. Asi, en [4] se parte de la suposicién de que la matriz de pagos
a priori no es inmutable y los agentes puedan solicitar o negociar previamente ajustes
(minimos) en esta matriz, con el fin de lograr otra que tenga equilibrio(s). Dicha
negociacién constituiria una etapa preliminar, que se da por ejemplo cuando se
coordinan precios de bienes —es factible incluso dejar que algunos provengan del
azar— antes de las decisiones en el juego propiamente dicho. Y, del mismo modo que
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es razonable promover situaciones de equilibrio, sostenemos que también lo es para la
falta de éstos. Una motivacién proviene del hecho de que juegos muy equilibrados no
invitan a participar a todos los agentes. Otro motivo es la biisqueda de variacién en la
economia de un mercado, o el brindar incentivos para una participacion reiterada. Asi,
atn en los casos de los juegos de suma cero mas sencillos como el de matriz A

S Gt

en donde hay un equilibrio puro en a,; = 1, el jugador min (que procura su pérdida
mds baja) tiene razones para sostener que el juego es menos justo o equitativo que el
de matriz B (de matching pennies [14-16]), en el cual no hay equilibrios puros y por
ende se requerird igual “esfuerzo” u otra clase de méritos por parte de ambos
contendientes, como un andlisis a priori del oponente. La matriz B podria pensarse
como sin equilibrios via minimos cambios (un solo elemento) a partir de A.

Surge entonces un problema antitético del estudiado en [2-4]: buscar en el corto
plazo situaciones de no equilibrio, como sugestivas de decisiones de mayor
complejidad, motivando la eventualidad de negociaciones y ajustes. Hasta donde
tenemos informacioén, no hubo estudios en esta direccién; como aparentemente casi
nada acerca de creacion de equilibrios, salvo [4] y su referencia a un trabajo anterior,
y mds distante [1] junto a trabajos afines; pese a lo sencillo que resulta expresar la
idea de remocién o minimizacién de puntos de ensilladura (o saddle points) y donde
una formulacién adecuada para funciones continuas podria conducir a aplicaciones
incluso en otras dreas como computacion gréfica o disefio asistido por computadora.

En este trabajo presentamos y analizamos el problema de la eliminacién de
equilibrios de Nash puros en el sentido amplio para juegos finitos o numerables de dos
jugadores, suma cero y sin azar, con el fin de llegar no sélo a cotas en las cantidades
de cambios necesarios sino a algoritmos que alcancen tal distancia 6ptima o sub
6ptima. Una diferencia importante con lo presentado en [2-4] es que alli se estudian
optimos desde un punto de vista existencial, mientras que nosotros seguimos un
camino algoritmico.

Como propiedad deseable agregamos que la matriz a obtener deberd preservar
hasta donde sea posible no sélo el dominio de la matriz original sino también su
imagen, esto es, todos los valores que deben aparecer. A la vez, nos interesa que de ser
posible los cambios preserven el valor inferior o superior del juego original, como
otra pauta de minimalidad.

A lo largo del articulo damos resultados para distintos dominios y métricas,
caracterizando los conjuntos de posiciones factibles de equilibrios en una matriz, y
llegando a un conjunto de reglas basadas en patrones que indicardn los cambios
necesarios en la matriz con el fin de obtener las cotas necesarias. A modo de
aplicaciones adicionales presentamos luego resultados de tipo combinatorio.
Finalmente, se discute acerca de aplicaciones y lineas de trabajo futuro.

1.1 Generalidades

Partimos de las siguientes definiciones estdndar de la teoria de juegos. Representamos
un juego de suma cero para dos jugadores con una matriz A de mxn niimeros reales,
donde de acd en mds m o n podrian ser infinitos numerables. Las filas representan las
decisiones del jugador max y las columnas las del jugador min. El mecanismo consiste
en que el jugador max elige una fila, a la vez que el jugador min elige una columna;

47JAIIO - SIIIO - ISSN: 2618-3277 - Pagina 112



SO, Simposio Argentino de Informatica Industrial e Investigacién Operativa

cada uno toma su decisién sin conocer la decision del otro. Los elementos de la matriz
representan el pago del jugador min al jugador max, en cada caso de eleccién de
fila/columna; esto es, si max elige la fila i y min elige la columna j, max ganara el
valor a;; y min perderd el valor a;;. (Naturalmente, valores negativos indican que pago
y cobro se revierten.) Sea D™ el conjunto de matrices de m filas y n columnas con
valores en el dominio D, para m,n > 1 (pudiendo m o n ser infinitos numerables). Para
una matriz A = (a;;) € D™, la imagen de A es im(A) = {a;;/ 1 <i<m, 1 <i<n}.

Dada A, se define su valor inferior como min<j<, Max, <<y (aij) y su valor superior
COMO MaXi<icm MiN <<, (a;5). Si ambos valores coinciden, esa cantidad se llama el
valor del juego. De acd en adelante, min y max indicardn infimo y supremo
respectivamente cada vez que m o n sean infinitos o que la situacién se aplique a los
nimeros reales. Una estrategia dominada para el jugador max es una fila i tal que
exista otra fila i' con a; j > a;j para 1 < j < n; y andlogamente se define para el jugador
min mediante columnas y la otra desigualdad. Un equilibrio de Nash puro (o
equilibrio en estrategias puras) es una posicion (i, j) y elemento a;j, tal que éste sea
mdximo por filas y minimo por columnas; i.e. a;i > a;j > a,; (estricto si a; > a;j > a;)
para 1 <k <m, 1 <r <n. En lo que sigue, equilibrio hard referencia a equilibrio puro
no estricto —posicién o elemento segin el contexto—, y todos los juegos serdn de suma
cero. Aunque el orden entre las filas o las columnas pueda ser irrelevante para un
juego en forma normal [6, 14, 18], habrd que tenerlo en cuenta cuando nos interese la
eficiencia del tratamiento algoritmico en términos de complejidad temporal.

Dado un juego matricial, se desea encontrar otro cercano que cumpla determinadas
caracteristicas, usando determinada métrica. Este requerimiento es muy significativo
teniendo en cuenta necesidades dentro del disefio de juegos: el diseflador o
coordinador [1] podria decidir ajustar los pagos —son parte de las reglas— con el fin de
convertirlo en un juego mas justo o mas adecuado a distintos tipos de participantes.
También estd contemplado un escenario en que ambos jugadores tengan en una etapa
previa posibilidad de comunicacién con el fin de llegar a un acuerdo sobre el
contenido de la matriz de pagos, esto es, acciones (minimas) para lograr cambios
deseados en las condiciones de pago, lo que serd un posible incentivo para uno o
ambos jugadores. El tema central de este trabajo es, dado un juego con equilibrios,
obtener otro sin equilibrios con minimos cambios en los elementos de la matriz segin
cierta métrica. Un juego no equilibrado resulta de mucho interés ya que no hay
claridad en las preferencias estratégicas para uno u otro jugador en situaciones de
racionalidad, por lo que una competencia requerird el uso de otros criterios.

Los juegos que no son de suma cero pueden incluir estrategias de interés atin sin
ser equilibrios. Tal es el caso del dilema del prisionero (DP) en su forma iterada, en el
cual un criterio cooperativo puede llevar a elegir la estrategia de cooperacién, que no
es un equilibrio. En un juego de suma cero queda reducida o desechada la posibilidad
de estudiarlo como cooperativo en forma iterada; ya que la ganancia de un jugador es
pérdida del otro, no se dard la situacién en que ambos elijan cooperar con el fin de
incrementar sus ganancias a lo largo de una secuencia. Entonces, si bien la falta de
equilibrios no es una condicién necesaria para que el juego tenga interés —por €j., en
el DP hay un equilibrio y existen muchos estudios como juego cooperativo—, nosotros
nos enfocamos en juegos de suma cero, justamente en los cuales la existencia de un
equilibrio (esto es, que el juego tenga un valor) desecha la posibilidad de cooperacion,
lo que acrecienta atin mds la motivacién de la cuestiéon que nos ocupa.

A lo largo del texto notamos con Z el conjunto de los nimeros enteros, con R el
conjunto de los niimeros reales (podria sustituirse por racionales sin que cambien los
métodos ni resultados), y con IDI el cardinal de un conjunto D.

Usaremos primero la distancia discreta entre matrices de mxn. Dadas A, B € D™,
se define d(A,B) = | { (i,j) / a;j # bi; } | la cantidad de diferencias entre los pares de
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elementos correspondientes de ambas matrices (distancia de Hamming en el contexto
de las secuencias de caracteres o bits), la asociada a la norma discreta que cuenta el
nimero de entradas no nulas en una matriz. Sea S;,,(D) el conjunto de matrices de
D™ con algiin equilibrio. Para D = R, S,,,(D) es un cono convexo y cerrado de
acuerdo con la topologia usual de R™".
Sean 6,,,,(D, A) =min {d(A, B) /B € Sun(D)} y Omn(D) =max 4 6,x(D, A)  [4].
Sean 6", x(D, A) = min {d(A,B) /B & S;,,(D)} y 6'nn(D) = max 5 6',n(D, A).

Nos interesan los casos D = R o un subconjunto finito de Z. Cuando hay
equilibrios tiene sentido hablar del valor de éste, en virtud del

Lema 1: Para toda matriz A, todos los equilibrios de A tienen el mismo valor.
Dem. Si a;; y a, son equilibrios, a;; > ai; > ay, > a;, > a;j (ya sea que valgai=k,j=r,
o ninguna de ambas igualdades).

2 Grillas y cambio minimo

Tratamos el problema opuesto al de [2-4] que es, dada una matriz, cudntos valores
deberdn redefinirse como minimo para que desaparezcan todos los equilibrios. Dicho
de otro modo, determinar la distancia a los juegos no equilibrados mds cercanos.

Primero tomamos el caso de R™". Podemos suponer que m, n > 2, porque si m = 1
o n = | inevitablemente existirdn uno 6 mds equilibrios cualquiera sea el dominio (el
minimo y el maximo valor, respectivamente).

Es de facil determinacién la cota min{m,n}, mediante el simple procedimiento de
tomar v = min {a;;} - 1 (o bien cualquier real menor que todos los elementos de A),
donde A = (a;;), y cambiar los elementos a;; = v para 1 <i <min{m,n} (es decir sobre
la pseudo diagonal hasta el borde inferior o derecho). Son min{m,n} cambios, luego
de lo cual no habra equilibrios. Aunque hay otros juegos a la misma distancia, s6lo
nos interesa la cota. Por dualidad también se podria usar w = max {a;;} — 1. Si
consideramos reales positivos (R") y negativos(R"), 6", .(R*, A) requerird w mientras
que 6'nn(R, A) requerird v. En el peor caso, 6", ,(R,A) < min{m,n} (Io mismo para R*
y R). Hay matrices que dan la igualdad (e.g., puros ceros), luego 6"y, ,(R) = min{m,n}.
Compdrese con la desigualdad de [4], cambios minimos para conseguir equilibrios:
Omn(R) = min{m,n} - 1.

Pero lo antedicho no alcanza los cambios minimos, y podra existir un conjunto de
cambios mucho menor. Para calcular con mds exactitud el valor de ¢',,,(R, A), se
puede seguir el método de la seccién siguiente, sobre dominios finitos.

Lema 2: Dada A € D™, si a;; y ay, son equilibrios entonces a;, es un equilibrio (y
también ay; por simetria).

Dem. a;; > a,; > ay, > a;; > a;; luego los cuatro valores son iguales. Como cada uno es
maximo en su columna y minimo en su fila, los cuatro son equilibrios.

Una grilla de una matriz A es un conjunto de (0 o mds) posiciones G tales que si

(1,))eG y (k,r)eG entonces (i,r)e G (y también (k,j)e G por simetria). Una grilla

denota las posiciones de elementos de una sub matriz (con posibles intercalados).

Proposicién 1: Dada A € D™, el conjunto de posiciones con equilibrios de A es una
grilla de A con elementos todos iguales.

Dem. Por los Lemas 1 y 2.

Es claro que no todo elemento de A con el valor de un equilibrio tiene por qué ser un
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equilibrio. Sélo lo serdn los de la grilla.

Un bloque o sub grilla convexa de G es un conjunto P ¢ G tal que si (i,j) € P, (i'j")
P, entonces para todo k /1 <k <1i, paratodor/j <r <], (kr) € P. Una grilla es no
convexa cuando hay alguna columna o fila que separe al menos dos bloques distintos.
Toda grilla es una unién disjunta de bloques maximales. Tiene entonces sentido hablar
de la grilla de equilibrios de una matriz, asi como hablar de una fila o de una columna
de una grilla y de la dimensién de una grilla convexa. Consideraremos permutaciones
entre filas y entre columnas de una grilla dado que el orden de las filas (o columnas)
no es relevante en un juego matricial salvo en su tratamiento algoritmico.

Lema 3: Para toda grilla G existe una permutacion p entre filas y entre columnas de
modo que p(G) es un bloque una de cuyas posiciones es (1,1).

La siguiente reciproca completa la caracterizacién del conjunto de posiciones factibles
de los equilibrios:

Proposicion 2: Para |DI1> 3, dada G una grilla de mxn con m,n > 2, existe una matriz
A € D™" tal que G es la grilla de equilibrios de A.

Dem. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que D =73 = {0, 1,2}.SiG =,

se toma A ¢ S, ,(D) cualquiera, por €j. a;; = ((i+j) mod 2). Si G # I, sea A = (a;;)

definida por: a;; = 1 si (i,j) € G; a5 = 2 51 (i,)) € G A Jk/(k,j) € G; a;; = 0 en otro

caso. En las posiciones de G estan todos los equilibrios de A.

3 Dominios finitos

En [2-4] se exploran cotas de la distancia discreta de una matriz a otra con equilibrios
cuando los elementos tienen dominios acotados, es decir sin la posibilidad de recurrir
a valores arbitrariamente grandes o pequefios. Se interpreta en un coordinador que
podria requerir cambios en las condiciones de pago sin modificar rangos establecidos.
Eliminar un equilibrio para dominios finitos no es trivial. Puede verse que casi
cualquier intento naif de cambio en una posiciéon de equilibrio con valores del
dominio, se puede rebatir a partir de algin valor en otra fila o columna, es decir
existen matrices tales que cambios aislados crean un equilibrio en otro sector.
Tratamos en primer lugar los dominios finitos, comenzando con cualquier dominio
con 2 elementos ordenados, al que representaremos con Z, = {0,1}. En este dominio
no vale el método precedente porque el v anterior podria resultar fuera de Z,. Damos
un algoritmo para minimos cambios sobre Z,™", donde es necesario suponer m,n > 2
por la misma razén de antes. Incluye la posibilidad de m o n (o ambos) numerables.

Lema 4: Dada A € Z,"" e (i,j) la posicion de un equilibrio en A, entonces: si a;; = 0
la columna j es idénticamente 0 mientras que si a;; = 1 la fila i es idénticamente 1.

No debe pensarse que una fila de unos o columna de ceros podra eliminarse del juego
siguiendo la técnica de eliminacién de estrategias (débilmente) dominadas, porque
esto corresponde al rol del jugador (quien evitard elegir estrategias dominadas) y no al
disenador del mecanismo. Es decir, buscamos un juego con minimos cambios en el
nimero y calidad de las estrategias factibles, sin restar interés a la situacién en que
con un solo cambio en esa fila o columna constante el jugador a priori podria elegirla
esperando un error del adversario. De hecho, también hay casos en que es suficiente
un solo cambio en una fila o columna para que la misma deje de ser dominada.
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Algoritmo 1. Eliminacion de equilibrios en Z,

Entrada: A e Z,"™".

Sea G la grilla de equilibrios de A. Si G es vacia, se devuelve A (sin cambios).

De otro modo, sea v el valor de los equilibrios (v=06 1).

Sea p una permutacion entre filas y entre columnas tal que p(G) sea convexa con
filas y columnas numeradas desde 1 (dada por el Lema 3), y sea p' su
permutacion inversa.

Seam' x n' la dimensién de p(G) (m'>1yn'>1).

Sea A' = p(A), y sean a';; sus elementos (1<i<m', 1<j<n’).
a) Siv=0, por el Lema 4 A’ tiene alguna columna de todos ceros.
al) Si hay al menos dos columnas de ceros, entonces:
cambiara’;; =1 para0 <i<m’
sim’<n’, cambiar a,, ;=1 paraj >m'
(es decir “el resto de la fila de la grilla”).
a2) Si la columna de ceros es una, la primera de A’, entonces hay dos casos:
i) Si todos los otros valores de A’ son unos (los hay al ser n > 2),
entonces cambiara';; =1,ya’;, =0.
i) Sidi, k/a’jy =0, cambiara’;; = 1.

b) Si en cambio v = 1, por el Lema 4 hay en A’ una fila de todos unos y se procede

como en (a) en forma dual.
Salida: p’l(A').

Antes de la salida se deshace la permutacion, reordenando filas y columnas. En el caso
(b) alternativamente se podria aplicar el caso (a) sobre la matriz (1 - ai,j)t para obtener
una matriz B y luego devolver B'.

Proposicion 3: Dada A € Z,"" con m,n > 2, el Algoritmo 1 devuelve una matriz B sin
equilibrios tras una cantidad optima de cambios en A.

Dem. En (al), toda fila tendrd al menos un O y un 1, y lo mismo toda columna,
resultando sin equilibrios por el Lema 4; y cualquier combinacién de menos
cambios dejard ain una columna de ceros en la grilla, implicando un equilibrio en
la matriz. En (a2) (i), por un lado el establecer a’;; = 1 es necesario para que no
haya una columna de ceros. A continuacién, de no aplicar otro cambio quedaria
alguna fila de unos, luego el cambio posterior es necesario. Al ser 1, es minimo. En
(a2) (ii) el cambio es 1, luego minimo. Observar que la columna k no puede tener
todos ceros por hipétesis. El caso (b) se sigue por dualidad.

Es debido al caso (al) (y a su dual (bl)) que se requieren hasta max{m, n} cambios en
lugar de hasta min{m, n} como era posible para D = R.

En el caso de m o n infinitos, naturalmente la cantidad de cambios podria ser
infinita, aunque esto no se fuera a implementar en un algoritmo efectivo.

Obsérvese ademds que no es posible satisfacer la Proposicién 2 con un dominio de
s6lo 2 elementos, por el Lema 4.

Corolario 1: Sea d = |DI\. El niimero de grillas de equilibrios para mxn es I sid = 1,
2"+ 2%sid=2,(2"-1)(2"-1) + 1 sid > 2.

Dem. El caso d = 2 se sigue del Lema 4. Para d > 2, una grilla de equilibrios queda
determinada por la interseccion (i.e. cruces) entre un subconjunto no vacio de filas
y un subconjunto no vacio de columnas; a lo cual se agrega la grilla vacia.

El nimero de posibilidades es pues exponencial en sus medidas.
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De aqui también se caracterizan las cantidades factibles de equilibrios.

Corolario 2: Sean m,n >2 y |D|> 3, k < oo Existen matrices en D"™" con exactamente
k equilibrios siy sélo si vale que k =m’.n’con 0 <m’<m, 0 <n’<n.

Analizamos ahora el caso finito D = Z,,, = {0, 1, ..., q} con q > 2, a fin de llegar a la
remocion de equilibrios con cambios casi minimos. Es claro que, dada la posicién (i,j)
de un equilibrio e en A: si e = 0, la columna j es idénticamente 0; si e = g, la fila i es
idénticamente q; y si la grilla de equilibrios tiene dimensién m'xn', vale que: si m' < m
entonces e > 0, y si n' < n entonces e < q.

Para poder eliminarlos en todas las situaciones posibles con cambios acotados,
resulta util identificar los casos relevantes en el contexto de sélo 2 filas y 2 columnas,
es decir analizamos la situacién de cuatro elementos y procuramos s6lo cambios en
ellos de modo que no varie la situacion de los equilibrios del resto de la matriz. Y, a la
vez, que el o los que hubiera en esas 2 filas y columnas queden eliminados.

El siguiente es un lema de preservacion, de demostracién directa, que nos resultara
muy util para verificar la inexistencia de equilibrios en las matrices de salida de los
distintos algoritmos. Aunque generalizable a dos filas y dos columnas cualesquiera,
nos alcanzara con fijarlo a las dos primeras en presencia del manejo de permutaciones.

Lema 5: Sean A, A’ € D™, A = (a;;), A’ = (a’;j), conm, n > 2.
Sia’;j=a;jparai>2 o0 j>2,y
min {a’;;, a’y2} > max {a’;, a’y;} o bien
max {a’;;, a’z,} <min {a’;, a’y;}, y ademds
min {a; ), a;2} Zmin {a’y;, a’;,},
min {ay, az2} Zmin {a’s;, a’s5),
max {ay;, az;} <max{a’;;, a1},
max {ay s, a2} <max {a’;, a’ssf
v A no tiene equilibrios en las posiciones {(i,j) /i>2 o j>2},
entonces A’ no tiene equilibrios.

Aun con las restricciones que surgen de la definicién de equilibrio, son varias las
configuraciones admisibles de los cuatro valores de las condiciones del Lema 5
(incluyendo posibles repeticiones de ellos), de modo que escribimos un programa que
encuentra todos los casos relevantes y verifica la existencia de un cambio adecuado
que involucre no mds de 2 valores. A este efecto, y para permitir el trabajo con
cualquier dominio finito, dados v, v, v3, v4 € R serd util llevarlos a una forma
ordinal o ranking, esto es cuatro indices iy, i, 13, 14 tales que {iy, i, 13, i4} < {0,1,2,3}
y ademas (vx < v, = iy < i;) para 1 <k, r < 4, es decir iy,...,iy representaran vy,...,v4
como nuimeros entre 0 y 3 indicando el orden relativo de dichos valores. Con esta
forma ordinal estableceremos los cambios esenciales mediante reglas cuya forma y
condiciones se ilustran en la Tabla 1, y las que aparecen explicitamente en la Tabla 2
junto con la cantidad de cambios por cada una. Naturalmente, para un dominio de sélo
3 elementos serdn ignoradas las reglas que hacen mencién del indice 3.

Tabla 1. Forma y condiciones de las reglas

ab a’b’ b>aya>c b’<a’ o a’<c’
(8] = () y

cd cd

anb >a’ Ab” avc <a'vc A denota minimo

cAd >c’Ad bvd b vd v denota maximo

{a’,b’,c’,d’} < {a,b,c,d} para todas las reglas excepto la 1
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El Algoritmo 2 contempla en (c) y (d) todos los casos que involucran una sola fila o
columna, remitiendo a la Tabla 2, que resume todos los casos de 2x2 que pueden
alterarse con no mds de 2 cambios, usando los mismos valores, con el objeto de que
una diagonal domine a la otra y no se reduzcan los maximos por columna ni aumenten
los minimos por fila. Las reglas estdn normalizadas de modo que 0 € {a, b, c, d} y
cada lado izquierdo refiera a un intervalo de naturales (es decir, que no haya
“huecos”), de otro modo podria haber una repeticién de casos dado que los valores en
el patrén se renumeran.

Esta técnica ofrece ademads la posibilidad de anular algunos equilibrios que no sean
todos. Al eliminar uno, se afecta a aquellos que formen parte de la misma fila o
columna. Por la Proposicién 1, el minimo niimero posible a eliminar serd min{m',n'},
correspondiente a una fila o columna de un bloque con dimensiones minimas.

Tabla 2. Reglas para las formas ordinales de bloques de 2x2 con equilibrio(s) junto a los
cambios en cada caso aplicables a la norma discreta y a la norma 1

ladoizq lado der distancia distancia ladoizq lado der distancia distancia
(patrén) (accion)  discreta norma 1 (patrén) (accién)  discreta norma 1
00 10 2 5 12 12 1 2
00 01 00 20
00 10
12 12
01 01 1 ! 01 20 2 3
01 01 12 10
00 10 L ! 02 02 1 2
01 10 2 2 12 10
1 2
01 01 03 03
a1 10 12 12 1 1
02 02 z 2 10 20
01 10 2 2 0 Al
11 10 22 21 2 2
00 01 z 2 01 02
11 10 22 12 2 2
01 01 ! ! 10 20
11 21 23 21
2 0 ! ! a1 03 e =

o
- N

o w
W N
O w
]

Algoritmo 2. Eliminacién de equilibrios para Z,,, q > 2.

Entrada: A € Zg,,"™".

Sea G la grilla de equilibrios de A. Si G es vacia, se devuelve A (sin cambios).

En caso contrario, sea v el valor de los equilibrios. Sea p una permutacién entre
filas y entre columnas tal que p(G) sea convexa con filas y columnas
numeradas desde 1 (dada por el Lema 3), y sea p”' su permutacion inversa.

Seam' x n' la dimensién de p(G) (m'>1yn'>1).

Sea A'= p(A), y sean a'jj sus elementos, 1 <i<m', 1 <j<n'

a)Sil<m’<n’:
seav=v—-1siv>0,v=1siv=0;
cambiar los a'j; = v’ para 1 <i<m' (es decir toda la diagonal mayor de G);
sim’ < n' cambiar los a'y, ; = v’ para j > m' (el resto de la fila m’ de la grilla);
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b) Si 1 <n’<m’ el tratamiento es andlogo al caso anterior.
co)Sim’=1<n:sia’;=a’1,=a’,; =a,,, cambiar
(@',a) = (@ +1,a,+1) sia’;;<q,
(g-1,9-1) sia’;;=q;
en caso contrario:
sea f = (iy, Iy, 13, 14) la forma ordinal de (a’y 5, @'y, ’21, 2'22);
para cada uno de los 19 casos la Tabla 2 indica los (1 6 2) cambios
necesarios sobre el orden de dichos indices, lo que se traduce en cambios
(sobre 1 6 2 elementos) en la sub matriz (a’y, a’y 5, 2’51, a’55) de A’.
d) Sin'=1<m' el tratamiento es andlogo al caso (c), usando las reglas duales.
Salida: p’l(A').

Se hace necesaria la divisién en casos de acuerdo a la dimensién m’.n’ del bloque de
equilibrios. Para casos en que éste no se reduzca a una sola fila o columna se utiliza la
idea mencionada inicialmente de modificar los valores de la diagonal principal, pero
ahora sobre el bloque indicado. La primera parte de (c) es una interpretacion de la
regla 1 y se trata separadamente porque no vale la inclusién indicada en la Tabla 1.

Mais aun, como se verd en la seccidn siguiente, armamos la Tabla 2 respondiendo a
la busqueda de reglas adecuadas tanto para la norma discreta como para la norma 1y
la norma 2, a ser tratadas después. Nétese que en el caso (c), cuando a’;; = q es
irrelevante si se establece este valor a q - 1 o a cualquier otro distinto de q (en la
seccion siguiente sf serd relevante). Andlogamente cuando vale 2’ ; <q.

El Algoritmo 2 es sub éptimo. Se podria mejorar para reducir como mucho en 1 el
nimero de cambios en los diversos casos de 1xn’ 0 m’x1 (m, n < o0). Este mismo
algoritmo es también aplicable a matrices con valores reales. Nétese que la primera
regla es sutil: no indica un bloque de equilibrios de 2x2 sino de 1x2, 2x1 o 1x1. Para
un bloque de equilibrios de 2x2 se aplicard el caso (a) dentro del algoritmo.

Proposicion 4: Dada A € Z,.;"*" con mn,q > 2, mn < o el Algoritmo 2 devuelve
una matriz B S, ,(Z,.;) (tras una cantidad sub optima de cambios en A).

Dem. En (a) por ejemplo, si 1 <m’<n’<ny v =0 todo cambio a'y; = v’ paraj>m'es
necesario. En este caso, en el bloque resultante toda fila o toda columna tendrad un
vy un v’, resultando sin equilibrios. En (c) se usa el Lema 5.

Una razén por la que tratamos separadamente el caso Z, es que todo bloque de
equilibrios consiste en filas o columnas enteras; por otro lado, el Algoritmo 1 resulta
optimo y es ademds mucho més sencillo.

En general, no se conseguird un nimero minimo de cambios si se simplifica el
esquema al punto de aplicar reglas que sucesivamente eliminen a los equilibrios de a
uno por vez, ignorando la presencia de bloques. El tratamiento de bloques se hace
necesario en el caso de varios equilibrios, 1o que justifica la necesidad de un algoritmo
como el anterior. Como conclusién, para dominios finitos se tiene

Corolario 3: Dada A € Z;/™" con m,n,d > 2, existe una matriz B & S,,.(Z,) tal que
d(A,B) S maxllm)n} = oJm,n(Zd)~

Esta cota es precisa, i.e. minima para cualquier d > 2: existen matrices de mxn tales
que tras menos de max{m,n} cambios no todo equilibrio desaparecerd. Por ejemplo
basta con tomar una matriz idénticamente 0. Para fijar ideas, supongamos que m < n.
Cualesquiera sean los n - 1 cambios, quedard una columna con todos ceros, luego con
equilibrios. Por lo tanto 6", ,(Zy) = max{m,n}.

Potencialmente hay aplicaciones directas incluso sin salir del universo de los juegos
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con equilibrios. Sea s = 6", ,(D, A), entonces, si s > 1, obtenemos grados de libertad
en el sentido de que podremos cambiar en A hasta s - 1 elementos cualesquiera y
conseguir (gran cantidad de) juegos alternativos que también tengan equilibrios.

4 Complejidad y valores

Para la complejidad temporal asumiremos una arquitectura estdndar con costos
unitarios uniformes por operacién. Los algoritmos involucrados tienen complejidad
lineal en el tamafio de la matriz. A partir de las secciones anteriores, el procedimiento
efectivo para calcular las distintas matrices no equilibradas se sintetiza en

Corolario 4: a) Dada A € R™" con 2 <m, n < oo, se puede hallar B £ S, ,(R) tal que
d(A,B) < min{fm,n} en tiempo O(min{m,n}). b) Dada A € R™" con 2 <m, n < s,
se puede hallar B¢ S,, (R) tal que ¢, (R A) <d(A,B) < ¢, ,(RA) + 1 en tiempo
O(mn). ¢) Dada A € D™ con 2 <m, n < oo, D c Z finito, |D| > I, se puede hallar
B ¢ S,,.D) tal que ¢’,,,(D,A) <d(A,B) < 0, ,(D,A) + I en tiempo O(mn).

Dem. En una primera recorrida se puede memorizar los minimos por fila y los
méaximos por columna. Calcular una forma ordinal tiene O(1). Para (b) y (c) no
hace falta considerar permutaciones, pudiendo usar un algoritmo de persecucion
del modo siguiente para los casos (a) y (b) del Algoritmo 2. En la primera etapa,
marcard las filas y columnas de A que contengan algiin equilibrio; en la siguiente
etapa, perseguird estas marcas a lo largo de una y otra dimension.

parai=1,...,m,seafj=min { a;;/ 1 <j<n}
paraj=1,...,n,seacij=max { a;;/ 1 <i<m }
parai=1,...,m

paraj=1,...,n

si ;= fi Ya;=¢
asignar v = a; |
marcar la fila i y la columna j
fin si
fin para
fin para
siv>0,vv=v-1;sino,v' =1
i=j=0
mientrasi<mo j<n
repetir
sii>m o j>n, terminar
sii<m, i++
sij<n,j++
hasta que i esté marcada o j esté marcada
si i estd marcada
j=min { '/} >j, ] estd marcada }
si no
i=min {i'/1'>1,1 estd marcada }
fin si
asignar a;; = v’
fin mientras

Por otro lado, si los equilibrios estdn todos en una misma fila o columna, el costo de
eliminarlos es 1 6 2, conforme el siguiente
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Corolario 5: Dada A € D™ con m,n > 2, si la cantidad de equilibrios de A es 1 o un
niimero primo, entonces 1 < 0,,,(D, A) <2, y las matrices B del Corolario 4 (b) y
(c) satisfacen 1 <d(A,B) <2.

Dem. Por el Corolario 2 hay una permutacién que deja a todos los equilibrios en una
misma fila o columna. Tanto para D = R como para D finito se verifica cada regla
de la Tabla 2 (la columna de distancia discreta tiene valores 1 o 2).

Los procesos de eliminacién modifican el valor inferior o superior del juego, pero no
ambos a la vez. Esto es, vale la siguiente pauta de minimalidad en los cambios:

Proposicion 5: Dada A € D™, A = (a;;) con mn > 2, las B = (b;;) del Corolario 4
satisfacen max; min; (a;;) = max; min; (b;;) o min; max; (a;;) = min; max; (b;;).
Dem. (resumida) Verificando sobre cada caso incluidos los de la Tabla 2.

Naturalmente, cuando A tenga equilibrios, este o es exclusivo: no se pueden preservar
ambas magnitudes claramente ya que B no tendrd un valor. La Proposicién 5 afirma
que, tras la eliminacién practicada, para uno de los dos jugadores no habra diferencia
en la maxima ganancia a la que puede aspirar con respecto al juego original.

Ante un nimero infinito numerable de filas o de columnas, podrian hacer falta
finitos o infinitos cambios, arrojando consecuentemente una distancia finita o infinita.

Una utilidad extra del proceso anterior se ve en la generaciéon de matrices. En
dimensiones finitas, el proceso de construir una matriz aleatoria sin equilibrios —
cualquiera sea el dominio y la distribucién— también tiene orden lineal. En efecto, por
lo anterior primero se puede definir el contenido con valores al azar y luego, de haber
equilibrios, eliminarlos con los algoritmos indicados. De esta manera el esfuerzo
computacional es esencialmente minimo.

Un enfoque diferente sobre cambios y distancias al crear o eliminar equilibrios
podria sugerir que en lugar de redefinir el contenido de la matriz consideremos la
eliminacion de estrategias, i.e. filas o columnas enteras. El siguiente lema (donde B ¢
A indica que B es una sub matriz de A) limita este accionar: una matriz de
dimensiones suficientemente grandes siempre tendrd una sub matriz de 2x2 con
equilibrio(s); lo que refuerza nuestro enfoque.

Lema 6: Si A € D™, min {m,n} >2 y max {m,n} >3, existe B CA/Be& S,(D).

Dem. Podemos suponer m < n (el caso n < m es andlogo). Tomar cualquier B’e D/
B’ < A. Sea B’ = (b;;). Podemos suponer que b;; > b;, > b;3 (en otro caso
“reordenamos” las columnas de B’). Si b3 > b3, tomar como B las dos tltimas
columnas de B’, siendo b, 3 un equilibrio. De otro modo, si b;; > b, ,, tomar como
B las dos primeras columnas de B’, siendo b, un equilibrio; de no ser asf, valen
b,3 > b3y basy > by, entonces tomar como B las dos ultimas columnas de B’, con
lo cual min {b,,, b3} es un equilibrio.

No es posible por lo tanto anular los equilibrios en todos los sub juegos no triviales.
Desde ya, sin la hipétesis la conclusién podria no cumplirse (matching pennies es un
ejemplo). Resulta entonces que un proceso de eliminacién de filas y/o columnas
siempre podré terminar en un juego equilibrado de dimensién 2x2 o mayor.

5. Dos métricas mas precisas

Ahora tratamos los dominios finitos con la norma 1. Dadas A = (a;;), B = (b;;) € D™,
adoptamos la métrica d,(A, B) = %i; laj; - b;;l la “distancia del automovilista”, que
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refleja la sola posibilidad de movimientos paralelos a algin eje cartesiano. En Z, la
distancia d; coincide con la discreta, luego en lo que sigue podemos suponer q > 1.
Sean G",u(D, A) = min {d;(A, B) /B & S;x(D)} y 6"na(D) = max ,6",a(D, A). A
diferencia de la parte anterior, d; tiene en cuenta las distintas magnitudes. La
motivacién es clara: dentro de las posibilidades de negociacién previa, cada ajuste
podria denotar un esfuerzo tanto para el coordinador como para los jugadores.

Con el programa anterior extendido de manera conveniente, y bajo las mismas
condiciones de la Tabla 1, obtenemos reglas conjuntas para ambas normas, que es la
misma Tabla 2. Sin embargo, ahora la interpretacién de las reglas y sus costos son
distintas: para Zg,,, los valores de 0 a 3 serdn directrices de cambios que en el peor
caso denotaran valores extremos entre 0 y q, reflejado en la Proposicién 6. Como
algoritmo de eliminacién sub 6ptimo sirve el Algoritmo 2 sélo que, para la norma
discreta, en el caso (c) como se indicd, no importaba la diferencia entre el valor
preexistente y su reemplazo, mientras que para la norma 1 esto si importa ya que las
magnitudes afectan a las distancias. Luego, una cota para 6"y ,(Zq.1) dependerd de
max {m,n}, y también de q en los casos de bloques de la forma m’x1 o 1xn’.

Proposicion 6: Dada A = (a;;)€ Z,.;"™" con m,n >2,q > 1, existe B = (a;;)& Sy u(Zy+1)
tal que d;(A,B) < q max{m, n}; y la cota se alcanza i.e., 6"y, n(Zg+1) = g max {m,n }.
Ademds, max; min; (a;;) = max; min; (b;;) o bien min; max; (a;;) = min; max; (b;;), y
| max; min; (a;;) - max; min; (b;;) | + | min; max; (a;;) - min; max; (b;;) | = 1.

Dem. (resumida) Por casos incluyendo la Tabla 2 en donde los lados derechos de las
reglas expresan indices sobre las magnitudes.

Corolario 6: Dada A € Z,.\"" con m,n > 2, si el mimero de equilibrios de A es un
niimero primo o 1, entonces 1 < 6", ,(Zg™™", A) < 2q, y la matriz B de la
Proposicion 6 satisface 1 <d,(A,B) <2q.

Dem. Similar a la del Corolario 5.

Tanto con d como con dy, al aplicar cualquier regla que no sea la 1, valdra la inclusién
im(B) < im(A), que surge de la inspeccién de las mismas. A fin de conseguir la
igualdad im(A) = im(B), es decir que se utilicen exactamente los mismos valores que
los de la matriz dada (pudiendo aparecer mds o menos veces algunos de ellos),
conseguimos otras reglas adecuadas, pero que aumentan en 1 las distancias en 2 de los
casos cuando se emplea la métrica discreta. El sistema resultante difiere del sistema de
la Tabla 2 en s6lo 2 reglas (entre aquellas cuyos lados izquierdos contienen los cuatro
indices). Las reglas modificadas se dan en la Tabla 3. Nuevamente, las 20 reglas son
adecuadas a ambas métricas. La igualdad im(A) = im(B) provee un “balanceo” en los
valores de pago sin salir de los originales. Habria maneras de lograr la preservacién de
la imagen en todos los casos incluida la regla 1, modificando el caso (c) del Algoritmo
2 adoptando el valor de otra posicién en la matriz (de hecho existird). De otro modo,
tanto a’; 1+1 como q - 1 podrian estar ausentes (omitimos los detalles).

Tabla 3. Modificaciones a las reglas de la Tabla 2 con el fin de mantener los mismos valores
en la imagen, dando asi 20 reglas aplicables a 1a norma discreta y a la norma 1

lado izq lado der distancia  distancia
(patrén) (accién) discreta norma 1
12 21 2 2
03 03
23 13 2 2
10 20

47JAIIO - SIIIO - ISSN: 2618-3277 - Pagina 122



SO, Simposio Argentino de Informatica Industrial e Investigacién Operativa

Finalmente consideramos la norma 2 o euclidiana: si A = (a;j) y B = (b;;) € D™,
su distancia asociada es dy(A, B) = \/Zi,j (aj; - bi,j)z. A priori la Proposicién 6 se puede
reformular cambiando d; por d5, consecuencia directa de que dy(A,B) < d,(A,B). Pero
se puede dar una cota mas fina:

Proposicion 7: Dada A € Z,,;""" con mn > 2, q > 1, existe una matriz B & S, ,(Z,.1)
tal que dy(A,B) < ¢q Vmax{m,n}.
Dem. De un modo semejante a la de la Proposicién 6.

Corolario 7: Dada A € Zy\"™" con mn > 2, q > 1, si el niimero de equilibrios de A es
un niimero primo o 1, entonces 1 < 6”,,,(Zq"", A) < [q V2], y la matriz B de la
Proposicion 7 satisface 1 <dy(A,B) <[q \Q].

Dem. Similar a la del Corolario 5.

De lo anterior se desprenden consecuencias de tipo combinatorio aplicables al
disefio de juegos, con la creacién de matrices de pagos con valores predeterminados.
Surge la pregunta de si los valores de una matriz dada pueden permutarse con el fin de
obtener equilibrios, asi como de evitarlos. Con cualquier conjunto de m.n valores (con
posibles repeticiones) es sencillo armar una matriz de mxn con al menos un equilibrio,
y bajo ciertas hipdtesis se puede satisfacer el otro requerimiento como sigue
(reformulable para las otras normas via las Proposiciones 6 y 7):

Corolario 8: Si mn,q > 2, C = (¢;;)) € D = Zy,\"™", y ningiin c;j aparece mds de 3
veces en C, entonces existen A, B € D con im(A) = im(B) = im(C), A € S,,.(D),
BeS,.D)yl<dAB)<2.

Dem. Sea A = (b)) € Z,"" la matriz consistente en los c¢;; ordenados
lexicogrdficamente por filas y columnas, i.e., bjj <bpysii<i’v (i=1Aj<]).
Claramente en A el elemento b,,; es un equilibrio. Como por hipédtesis cada
elemento b;; aparece 1, 2 6 3 veces, por el Lema 1 este valor by, ; aparecerd a lo
sumo esa cantidad de veces. Aplicando el Corolario 5 en su formulacién con la
Tabla 3, se obtiene una B sin equilibrios con / < d(A,B) < 2. Como la regla 1 no
fue aplicada porque ningtn valor aparece mas que 3 veces, vale im(A) = im(B).

6 Conclusiones y trabajo futuro

El territorio de las negociaciones sobre matrices de pago habia sido hasta ahora poco
explorado. Este trabajo representa un avance en la direcciéon que sugiere posibles
acciones previas a un juego por diferencias de intereses de ambas partes —a favor o en
contra de que haya equilibrios de Nash— motivando el redisefio de la matriz de pagos.
Un juego sin equilibrios puros permite resolver situaciones de desventaja evidente,
incentiva a la participacién y lleva al estudio de comportamientos. Podemos ver la
distancia de un juego a otro sin equilibrios como un “grado de equilibrio” del primero.

Hemos estudiado la eliminacién de equilibrios con el fin de obtener juegos a
distancia minima de acuerdo con distintas métricas, en los bipersonales de suma cero
finitos o numerables. Se ha llegado a resoluciones efectivas sobre distintos dominios,
con un método que tiene la ventaja de estar dirigido por patrones, que requiere una
cantidad acotada de reglas segun las distintas formas ordinales y que en base a un
lema de preservacién guian en la eliminacidén de equilibrios sin que se introduzcan
nuevos. Consiste esencialmente en una buisqueda de patrones sobre sub matrices y da
una libertad sensible para el emparejamiento de filas y columnas sobre las cuales
disparar las reglas. Funciona tanto para la norma discreta (sugerida en [4]) como para
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otras que consideran las magnitudes; encontrando varias posibilidades de reglas
Optimas para una norma y que no lo son para otra. Se consideran las dos primeras filas
y columnas para simplicidad de los algoritmos pero bien podrian tomarse dos filas y
dos columnas cualesquiera a condicién de contener el equilibrio en cuestién. Los
algoritmos podrian llevarse a 6ptimos si se incluyera en ciertos casos la verificacion
de la existencia misma de equilibrios como otra precondicién; pero para las cotas era
suficiente la sub optimalidad. También serd de interés la reduccién de distancias de 2 a
1, a condicién de elegir de manera 6ptima las dos filas y columnas sobre las que actie
cada regla, lo que a priori serfa posible mediante un algoritmo O(m’n).

Otra direccién es reformular los sistemas hacia conceptos de solucién tales como -
equilibrios o equilibrios locales. A priori no hay vinculo entre los equilibrios puros
tratados y el mixto del juego resultante, pero podrian buscarse condiciones. Otro
camino podria ser el transformar los equilibrios puros a uno mixto determinado.

Asimismo, el Lema 6 sugiere el estudio de una forma mds fuerte de eliminacién
que no deje sub matrices equilibradas con determinadas dimensiones. También puede
interesar conseguir sistemas de reglas que determinen acciones Optimas conjuntas para
métricas como las que ponen pesos en las distintas posiciones de la matriz; o bien dar
un tratamiento uniforme para estas u otras métricas.
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